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Aufgabe 1 (3 Punkte)
Y1; Y2; : : : sei eine Folge nichtnegativer i.i.d. Zufallsvariablen mit EY1 = 1, die nicht fast sicher
1 sind. In Aufgabe 1a auf Blatt 2 haben Sie gezeigt, dass (Xn)n2N0 bez�uglich der von den Yn
erzeugten Filtration ein Martingal ist, wenn Xn :=

Qn

i=1 Yi f�ur n � 1, X0 := 1. Zeigen Sie, dass
Xn ! 0 fast sicher.

Hinweis: Zeigen Sie, dass fast sicher 1
n
logXn ! c f�ur ein c 2 (�1; 0).

Aufgabe 2 (2+2+1 Punkte + 3 Bonuspunkte)
Die asymmetrische Irrfahrt (Sn)n2N ist de�niert durch Sn :=

Pn

i=1Xi, S0 = 0, wobei X1; X2; : : :

eine Folge unabh�angiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit P(X1 = 1) = p, P(X1 = �1) = q,
p + q = 1 f�ur p; q 2 (0; 1) ist. F�ur x 2 Z ist die Stoppzeit Tx := inffn 2 N0 : Sn = xg die
Ersteintrittszeit in fxg.

(a) Zeigen Sie, dass mit '(z) :=
�
q

p

�z
die Folge ('(Sn))n2N0 ein Martingal bez�uglich der von

(Xn)n2N0 erzeugten nat�urlichen Filtration ist.

(b) Zeigen Sie: F�ur a < 0 < b gilt P(Ta < Tb) =
'(b)�'(0)
'(b)�'(a)

.

Hinweis: De�nieren Sie die Stoppzeit T := Ta ^ Tb und betrachten Sie E'(ST ).

(c) Zeigen Sie, dass wenn p > 1
2
ist, f�ur alle a < 0 folgendes gilt:

P(min
n2N

Sn � a) = P(Ta <1) =

�
q

p

�
�a

:

(d) Bonus: F�ur p > 1
2
und jedes b > 0 ist bekannt, dass fast sicher Tb <1 ist. Zeigen Sie:

ETb =
b

2p� 1
:

Hinweis: Betrachten Sie das Martingal (Sn � (p� q)n)n2N0 .


